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Zusammenfassung

Allzulange wurde die spielhafte Beschaftigung als Gegensatz zu ernsthafter Ar-
beit gesehen. Dieser Artikel propagiert die spielerische Untersuchung von Kreis-
und Kugelmengen. Gleichzeitig belegt er die nutzbare Anwendung von ele-
mentaren Einsichten in der Molekularbiologie und allgemeiner in der Beschrei-
bung von Form und Verformung.
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1 Einleitung

Vor mehr als 350 Jahren proklamierte Galileo Galilei, dafi das grandiose Buch
des Universums in der Sprache der Mathematik geschrieben sei, und dafi Kreise,
Dreiecke und andere geometrische Figuren die Buchstaben und Zeichen dieser
Sprache ausmachten. Ohne Kenntnis dieser Zeichen sei es uns unmoglich ein
einziges Wort dieses Buches zu verstehen und seien wir zu Irrfahrten in einem
Labyrinth des Dunkels verurteilt [12].

Von Kreis und Dreieck zu Form. Wir nehmen den Rat von Galilei wortlich
und suchen den Weg zum Verstandnis von natirlichen Zusammenhangen im
Studium von Kreisen und Dreiecken. Wir verwenden diese als Grundbestandteile
der Beschreibung von ebenen geometrischen Formen. Unser Ziel ist eine Theorie
der Beschreibung, Analyse, und Manipulation von komplizierten Formen mittels
des Computers. Um die Theorie auf den alltaglichen 3-dimensionalen Raum



auszuweiten untersuchen wir Kugeln und Tetraeder, die wir als Verwandte von
Kreisen und Dreiecken auffassen. Im allgemeinen leitet uns das Prinzip der
allgemeinheit: Augenmerk wird auf Tatsachen konzentriert die in beliebigen
und nicht nur in zwei oder drei Dimensionen gelten.

Relationen die auf geometrischer Form beruhen sind in unserer Welt so
haufig wie die sprichwortlichen Baume die uns den Wald nicht erkennen lassen.
Schlissel die Ture offnen, Formen die uns schon erscheinen, chemische Sub-
stanzen die miteinander reagieren, und so fort. Die vielleicht interessanteste
aber auch auflerordentlich schwierige Frage ist auf die Beziehung zwischen For-
men gerichtet. Wir leben und erleben ohne Unterlal den Unterschied und nicht
das Absolute. Sogar das Sehvermogen, das uns konstant und untruglich er-
scheint, beruht auf dem Prinzip des Unterschieds und des Komplements. Beim
jetzigen Stand der Theorie werden wir der zentralen Frage der Beziehung zwis-
chen Formen nicht gerecht, wir verwenden sie aber als Ziel in der Ferne auf das
sich unsere Schritte richten.

Mathematik und Informatik. Vielleicht ist dem Leser nicht klar was die
Diskussion von Form und Relation mit Mathematik zu tun hat. Der Autor
sieht die Mathematik als Instrument des Erkennens, als abstraktes Auge. Die
Mathematik hat mit der Kunst gemein, daf} sie Ordnung in einem Chaos von
unendlichen Phenomenen sucht. Vielleicht hat die Mathematik den Vorteil daf§
sie auf dem unbestechlichen Prinzip von falsch und richtig basiert. Das macht
ihren Fortschritt mihsam erzeugt dafur aber Einsichten die von Wetter und Zeit
nicht unmittelbar abhangen.

Die auflerordentliche Mithe mit der sich Fortschritt und Anwendung in der
Mathematik verbinden ist wohl der grofite Hemmschuh fur unser abstraktes
Auge. Die Informatik zeigt einen Weg die Mathematik nutzbar zu machen
ohne unseren eigenen Denkapparat dabei zu investieren. Sie ist ein Vehikel
das der Mathematik die Leichtigkeit verleiht die notwendig ist sie allgemeiner
als zusatzlichen Sinn zielsicher einzusetzen. Umgekehrt bietet die Mathematik
den notwendigen Inhalt um der Informatik den Hauch des Lebens zu verleihen.
Ein grofler Schritt in die Zukunft besteht in der Entwicklung der symbiotischen
Beziehung zwischen Mathematik und Informatik, die nach der Meinung des Au-
tors teilweise hinter aber hauptsachlich noch vor uns liegt.

Ubersicht. Abschnitt 2 beschaftigt sich mit einer elementaren aber bis heute
unbeantworteten Frage uber Einheitskreisscheiben. Abschnitt 3 verwendet al-
ternierende Summen um Flache und Volumen zu berechnen. Hier erklaren wir
auch die duale Verbindung zwischen Kreis und Dreieck auf der unser Denken
uber geometrische Form basiert. Abschnitt 4 gibt einen Einblick in die An-



wendung unserer Ideen in der Molekularbiologie. Abschnitt 5 stellt allgemeine
Formen mit glatter Oberflache als Einhullende von undendlichen Kugelmengen
dar. Diese Idee fiuhrt zu geometrischen Theorien von Verformung und Form-
raum.

2 Mehr oder weniger Flache

Die folgende Frage tuber Einheitskreisscheiben reicht mehr als 40 Jahre in die
Vergangenheit und ist erstaunlicherweise bis heute unbeantwortet: nimmt die
abgedeckte Flache notwendigerweise ab, oder genauer gesagt nicht zu, wenn die
Mittelpunkte naher aneinander ricken? Auf den ersten Blick scheint die Antwort
ein klares ja zu sein, und es ist bis heute niemandem gelungen diese Antwort zu
widerlegen. Allerdings gibt es bis heute auch keinen Beweis der die Moglichket
einen Gegenbeispiels ausschliefit.

Problemformulierung. Sei A eine Menge von n Einheitskreisscheiben A; mit
Mittelpunkten a; in der Ebene. Analog sei B eine Menge von n Einheitskreis-
scheiben B; mit Mittelpunkten b;. Wir bezeichnen mit ||a — b|| die euklidische
Distanz zwischen zwei Punkten a und b.

Figure 1: Zwei Mengen von je fiinf Kreisscheiben mit Einheitsradius. Jedes Paar
von Kreisscheiben in der rechten Menge liberlappt in einem groBeren Bereich als das
entsprechende Paar der linken Menge.

VERMUTUNG. Wenn ||a; — aj|| > ||b; — b;]|, fir alle 1 < 4,j < n, dann decken
die Kreisscheiben A; nicht weniger Flache ab als die Kreisscheiben B;:

Fliche(|_J.A) > Flache(( | B).



Bild 1 illustriert die Fragestellung und die Vermutung fiir zwei Mengen von je
n = b Einheitskreisscheiben. Wir sehen dafl Kreismittelpunkte in der rechten
Menge naher beieinander liegen weil jeder paarweise Schnitt von links nach rechts
zunimmt.

Kurze Geschichte. Das Kreisscheibenproblem wurde unabhangig voneinan-
der von Kneser und von Thue Poulsen in den funfziger Jahren des zwanzigsten
Jahrhunderts aufgeworfen [14, 23]. Klee and Wagon beschreiben es als Problem
3 in ihrer Sammlung von offenen Problemen in der Geometrie und Zahlentheorie
[13]. Eine einfachere Version des Problems nimmt an die Kreisscheiben kénnen
so kontinuierlich von Konfiguration .4 zu Konfiguration B bewegt werden, daf
die Distanz zwischen je zwei Mittelpunkten in keinem noch so kleinen Zeitinter-
vall zunimmt. In diesem Fall existiert eine kontinuierliche Kontrahierung von
A nach B. Diese Version des Problems wurde 1968 von Bollobas positiv beant-
wortet [1]. Vielleicht ist das Uberraschende bei dem Kneserschen Kreisscheiben-
problem daf es in der Tat Konfigurationen A and B gibt die die Voraussetzung
der Vermutung erfillen, fur die aber keine kontinuierliche Kontrahierung von A
nach B fuhrt. Die Existenz solcher Konfigurationen macht die Schwierigkeit des
Problems aus.

Kontinuierliche Kontrahierung. Wir skizzieren einen alternativen und bis-
lang unveroffentlichten Beweis fur die positive Beantwortung der Vermutung
unter der Annahme einer kontinuierlichen Kontrahierung. Der Beweis gibt uns
die Gelegenheit einige grundlegende kombinatorische Denkweisen auf spielerische
Art einzufihren.

Statt der Flache betrachten wir den Umfang der Vereinigung von Kreiss-
cheiben. Da die Flache als Integral des Umfangs fir wachsenden Radius ver-
standen werden kann impliziert die Abnahme des Umfanges die Abnahme der
Flache. Bild 2 zeigt den Umfang der zwei Mengen von Kreisscheiben in Bild 1,
beide mit positiver Orientierung. Auflerdem zeigt das Bild einen dualen Poly-
gonzug von Kreissticken. Dieser wird erzeugt indem wir den Zirkel mit Ein-
heitsradius an den Eckpunkten des Umfangs ansetzen und Kreismittelpunkte
ebenfalls in positiver Orientierung verbinden. Wenn wir die Kreisstiicke des
Umfangs and des dualen Polygonzuges abwechselnd hintereinanderfugen erzeu-
gen wir einen neuen Polygonzug ohne scharfen Endpunkt: die Tangente ist an
jedem Punkt des Zuges eindeutig gegeben. Der neue Polygonzug ist geschlossen
und der Anteil des Umfangs ist genau um einen Einheitskreis grofier als der An-
teil des dualen Polygonzuges. Wenn wir nun die Konfiguration .4 kontinuierlich
nach B kontrahieren kann sich jedes Stuck des dualen Zuges nur verkiirzen. Der
Grund ist einfach dafl sich Kreismittelpunkte nur aufeinander zu bewegen. Die



Figure 2: Orientierter Umfang und dualer Polygonzug von Kreisstiicken.

Gesamtlange des dualen Polygonzuges kann sich also nur verkiirzen, und da der
Langenunterschied konstant ist, gilt dasselbe fiir den Umfang.

Jetzt sehen wir auch warum der Beweis nicht direkt gefiithrt werden kann: in-
dividuelle Kreisstiicke des Umfangs konnen von links nach rechts wachsen, und
ein Beispiel dafir ist der Beitrag von Kreis 3 zum Umfang in Bild 2. Obwohl in-
dividuelle Kreisstiicke zunehmen haben wir belegen konnen dafi der Gesamtum-
fang nicht zunimmt. Der Vollstandigkeit wegen erwahnen wir die Moglichkeit
von unzusammenhangenden Umfangen und der Anderung der kombinatorischen
Beschreibung des Umfangs. Ohne weiter ins Detail zu gehen sagen wir nur dafl
das obige Argument auf diese allgemeineren Umstande leicht erweitert werden
kann.

3 Duale Komplexe

Die erste Reaktion auf das Knesersche Kreisscheibenproblem ist ublicherweise
Unglauben dafl die Frage wirklich schwierig ist: “warum konnen wir es nicht
einfach mit dem Prinzip der Inklusion-Exklusion beantworten?” Obwohl es sich
herausstellt daf§ die Sache nicht so einfach liegt, steht es dafiir sich mit diesem
mathematischen Prinzip kurz auseinanderzusetzen.

Vier Kreisscheiben. Das Prinzip von Inklusion-Exklusion sagt aus daf die
Flache der Vereinigung von Kreisscheiben folgendermaflen berechnet werden
kann: addiere die Einzelflachen, subtrahiere die Flachen der paarweisen Schnitte,
addiere die Flachen der dreifachen Schnitte, und so weiter. Um dieses Resul-
tat formal hinzuschreiben notieren wir die Flache von A; als Fj, die Flache des
Durchschnittes A; N A; als Fj;, und so weiter. Fiir die vier Kreisscheiben in Bild



Figure 3: Die schattierten Teilflachen der Vereinigung von Kreisscheiben gehoren zu
den redundanten Termen der Flachengleichung. Die Punkte, Kanten, und Dreiecke
der Zeichnung rechts entsprechen den Termen einer nicht-redundanten Gleichung.

3 egibt das

P = i+ Fo+F34+ Fy
— Fig— Fi3— F14— Fa3 — Iy — I3y
+ Fiaz+ Fioa+ Fiza + Fhaza

— Fi234.

Von Bild 3 lesen wir Fiz + Fiozq4 = Fia3 + i34 ab. In Worten, die vier Sum-
manden in der Gleichung fur F' sind redundant. Jeder nicht-redundante Term
der verbleibenden Gleichung entspricht einem Element des dualen Komplexes der
rechts von den vier Kreisen in Bild 3 gezeichnet ist. Die vier Punkte entsprechen
den Kreisscheiben, die funf Kanten entsprechen den nicht-redundanted paar-
weisen Schnitten, und die zwei Dreiecke entsprechen den nicht-redundanten
dreifachen Schnitten. Unser Ziel ist nun den Begriff des dualen Komplexes
auf moglichst ckonomische and natiirliche Art und Weise so zu erweitern, dafl
seine Elemente eine Flachengleichung ohne redundante Terme beschreiben. Wir
miussen ein wenig ausholen.

Voronoi und Delaunay Komplexe. Wir bestimmmen fiir jeden Punkt z
der Ebene den néchsten Mittelpunkt a; eines Kreises in A. Die Voronoi Re-
gion von a; ist die Menge aller Punkte z fiir die a; der nachste Mittelpunkt
ist. Die Menge der Voronoi Regionen zerlegen die Ebene wie in Bild 4. Wenn
zwel Regionen iiberlappen dann tun sie das entlang einer gemeinsamen Kante.
Wenn drei Regionen iiberlappen dann tun sie das in einem gemeinsamen Punkt.
Im allgemeinen Fall treten keine anderen Uberlappungen auf. Die Delaunay
Triangulierung ergibt sich als duales Diagramm. Die a; sind Knotenpunkte
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Figure 4: Die Punkte illustrieren den Baumbestand des Allerton Parkes in Monti-
cello, lllinois. Jedem Punkt oder Baum wird der ihm am nachsten liegende Bereich
im ebenen Umfeld zugeordnet.

der Triangulierung. Zwei Punkte werden durch ein Kante verbunden wenn sich
die zwei entsprechenden Voronoi Regionen uberlappen. Drei Punkte werden
durch ein Dreieck verbunden wenn sich die drei entsprechenden Voronoi Re-
gionen uberlappen. Bild 4 zeigt die Delaunay Triangulierung uber die Voronoi
Regionen gezeichnet.

Duale Komplexe. Der duale Komplex von A ergibt sich durch Selektion von
Punkten, Kanten, und Dreiecken der Delaunay Triangulierung. FEine Kante
gehort zum dualen Komplex wenn die I“Jberlappung der zwei entsprechenden
Voronoi Regionen in die Vereinigung der Kreisscheiben hineinreicht. Ein Dreieck
gehort zum dualen Komplex wenn der Punkt in dem sich die drei entsprechenden
Voronoi Regionen uberlappen in der Vereinigung der Kreisscheiben liegt. Bild
5 zeigt wie die Kreisscheiben einen Teilkomplex der Delaunay Triangulierung
selektieren.

Wir stellen uns vor die Kreisscheiben die den dualen Komplex definieren
wachsen kontinuierlich und gleichzeitig. Jede Scheibe deckt einen wachsenden
Teil des unveranderten Voronoi Gebietes ab. Somit ergeben sich immer mehr
Beruhrungspunkte und damit immer mehr Verbindungen im dualen Komplex.
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Figure 5: Jede Voronoi Region wird auf die Einheitskreisscheibe um den Punkt
beschrankt und die resultierenden Gebiete erzeugen den dualen Komplex.

Anders ausgedrickt macht der duale Komplex einen zunehmenden Teilkomplex
der Delaunay Triangulierung aus. Im Endstadium des Wachstums nimmt der
duale Komplex die ganze Delaunay Triangulierung ein.

Inklusion-Exklusion Formeln. Mit der Einfiilhrung des dualen Komplexes
ist die Berechnung der Flache die eine endliche Menge von Einheitskreisscheiben
abdeckt denkbar einfach: verwende den dualen Komplex als Indikator in der
Auswahl und addiere Einzelflachen, subtrahiere paarweise Schnittflachen, und
addiere dreifache Schnittflachen. Wir behaupten diese Berechnung ergibt die
Flache der Vereinigung genau und nicht nur annahernd. Warum das so ist kann
in [8] nachgelesen werden.

Wichtiger als der Beweis der Behauptung ist fiur uns die Einsicht daf§ das
angegebene Rezept zur Flachenberechnung wesentlich allgemeiner gilt als nur
fiir Einheitskreisscheiben in der Ebene. Sei im weiteren A eine endliche Menge
von Kugeln im d-dimensional Raum. Die Radien sind beliebig und konnen alle
verschieden sein. Wir verallgemeinern Voronoi Regionen indem wir die euklidi-
sche Distanz durch die Potenz ersetzen: die Potenz eines Punktex z zu einer
Kugel A; mit Mittelpunkt ¢; and Radius r; ist m;(2) = || — a;||* — 7. Optisch
verandern sich dadurch die Voronoi Regionen kaum, aufler dafl zwei Regionen



nicht mehr genau in der Mitte zwischen den Kugelmittelpunkten getrennt wer-
den. Wenn wir Bild 5 genauer untersuchen sehen wir in der Tat verschieden grofle
Kreise und damit verallgemeinerte Voronoi Regionen in Bild 4. Die Delaunay
Triangulierung ergibt sich als duales Diagramm, und der duale Komplex durch
die Einschrankung der dualen Korrespondenz auf die Vereinigung der Scheiben.

Fur Kugeln in allgemeiner Lage im d-dimensional Raum ist der duale Kom-
plex eine Menge von Simplexen deren Dimension zwischen 0 und d variiert.
Punkte sind 0-dimensional Simplexe, Kanten sind 1-dimensional Simplexe, und
so weiter. Kugelmengen in spezieller Lage konnen infinitesimal in allgemeine
Lage perturbiert werden. Geometrisch gesehen ist ein Simplex der Dimension &
die konvexe Hulle von k£ 4+ 1 Kugelmittelpunkten. Kombinatorisch gesehen ist
derselbe Simplex die Menge der k+1 entsprechenden Kugeln. Um die allgemeine
Volumsformel angeben zu konnen schreiben wir K = K (.A) fiir den dualen Kom-
plex, o fur einen allgemeinen Simplex in K, dim o fur die Dimension von ¢, und
(o fiir den Durchschnitt der dimeo + 1 Kugeln in o.

SaTz. Das d-dimensionale Volumen der Vereinigung einer Menge A von Kugeln
im d-dimensionalen Raum ist

Volumen(U A) = Z (—l)dim 7. Volumen(ﬂa).

ceK

Kurze Geschichte. Voronoi Regionen sind nach dem ukrainischen Mathe-
matiker Gheorghis Voronoi benannt [24]. Die Idee zur Aufteilung der Ebene
durch solche Regionen lait sich allerdings wesentlich weiter in die Vergangen-
heit zuriickverfolgen. Die vielleicht altesten Belege sind Zeichnungen von René
Descartes aus dem siebzenten Jahrhundert. Die dualen Diagramme sind nach
dem russischen Mathematiker Boris Delone (auch Delaunay) benannt. Dieser hat
1934 einen Artikel zu diesem Thema veroffentlicht und Gheorghis Voronoi gewid-
met [7]. Die Geschichte der dualen Komplexe beginnt 1983 mit einer Zusam-
menarbeit des Autors mit David Kirkpatrick und Raimund Seidel [11].

Die Idee dafi die Flache des Durchschnitts von Kreisscheiben durch kurze
Inklusion-Exklusions Formeln ausgedrickt werden kann finden wir erstmals
bei Kratky [15], der allerdings keine genaueren Angaben zum Aussehen dieser
Formeln gibt. Naiman und Wynn konkretisieren Kratkys Idee und zeigen 1992
dafl die Simplexe der Delaunay Triangulierung eine exakte Formel fur die Ver-
einigung von Einheitskreisscheiben liefern [19]. Die Verallgemeinerung auf be-
liebige Radien und die Verbesserung von Delaunay Triangulierungen zu dualen
Komplexen geht auf die Arbeit [8] des Autors dieses Artikels zurtick.



4 Bausteine des Lebens

Die letzten Jahrzehnte zeigen uberraschenderweise dafi geometrische Form ein
Schlusselrolle in der Molekularbiologie spielt. Frei nach Rose hangt die Rolle
eines Proteins in der grandiosen Oper des Lebens auf molekularer Ebene von
genau einem ab, nadmlich ihrer Form [22]. Fiir ein Proteinmolekil folgt die
Funktion der Form.

Atomkugel Modelle. Geometrische Modelle von Makromolekiilen sind an-
fangs der siebziger Jahre des zwanzigsten Jahrhunderts von Frederick Richards
und seinen Studenten eingefiihrt worden [16, 20]. Der Grundidee folgend wird je-
dem Atom ein geometrischer Bereich zugeordnet und das Molekul als Gesamtheit
dieser Bereiche aufgefafit. In der einfachsten Version ist jedes Atom eine Kugel
und das Molekiil die Vereinigung dieser Kugeln. Die verbleibende Frage nach
den Radien wird durch Rickrechnung aus experimentellen Betrachtungen der
van der Waals Krafte beantwortet. Die Berechnungen eines eindeutigen van der
Waals Radius pro Atomtyp ist nicht unproblematisch, schon aus dem Grund dafl
jede Kraftauswirkung die Funktion von zumindest zwei Atomen ist. Trotzdem
wird dem van der Waals Modell von Molekiilen betrachtliche Aufmerksamkeit
gewidmet und ist in jedem einschlagigen Einflihrungswerk zu finden [6].

Eine einfache Anderung der Radien erlaubt die Untersuchung des Verhaltens
eines Molekils innerhalb einer Losung. Fur Wasserlosungen nahern wir ein
Wasserteilchen mit einer Kugel von Radius R an. Der Ort der Mittelpunkte von
Wasserteilchen die ein gegebenes Molekil tiberlappen ist dann die Vereinigung
von Atomkugeln deren Radien um Ry vergroflert wurden. Zum Beispiel ist das
urspriingliche Molekiil in der Lage Wasserteilchen einzufangen wenn immer ihr
um Ry vergroflertes Modell Hohlen im Inneren besitzt.

Locher. Eine interessante Frage von praktischer Relevanz ist die Charakter-
isierung und Berechnung des Zusammenhangs von Molekilen. Topologisch un-
terscheiden wir bei drei-dimensionalen Formen drei Arten von Lochern:

Hohlen im Inneren der Form die vollstandig abgeschlossen und dadurch von
auflen nicht zuganglich sind,

Tunnels die wie Flugbahnen durch die Form hindurch fihren, und

Briche die die Form in zwei oder mehr Zusammenhangskomponenten zer-
legen.

Alle drei Arten von Lochern konnen mathematisch als Range von Homologie
Gruppen eindeutig abgezahlt werden. Wir verweisen auf das Buch von Bolt-
janskij und Efremovic als eine relativ leicht lesbare Einfuhrung in topologischen
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Konzepte [2]. Bei gegebener Form im drei-dimensionalen Raum sind Hohlen
und Zusammenhangskomponenten eindeutig geometrisch lokalisierbar und damit
auch leicht abzahlbar. Bei Tunnels ist der Sachverhalt anders und es ist nicht
ganz einfach einzusehen dafl es eine eindeutig bestimmte Anzahl von Tunnels
gibt. Wie viele Tunnels hat zum Beispiel das linke Gebilde in Bild 87 Die ab-
strakte Version dieses Gebildes ist ein Skelett von Kanten die Eckpunkte und
Mittelpunkt eines Wiurfels wie in Bild 6 verbinden. Wir konnen die Tunnels

Figure 6: Ein Skelett von 20 Kanten das dem linken Gebilde in Bild 8 entspricht.

durch inkrementelles Hinzuftigen von Kanten abzahlen. Die neun Punkte wer-
den bereits mit acht der Kanten zu einer einzigen Komponente verbunden. Jede
weitere Kante erzeugt ein Tunnel, also zahlen wir insgesamt 12. Das Verwirrende
an Tunnels ist die Moglichkeit sie in verschiedenster Reihenfolge zu durchfahren.
In der Tat betrachten Homologie Gruppen jedes mogliche Tunnel als die Kombi-
nation von Basistunnels. Verschiedene Basen sind moglich, aber alle minimalen
Basen sind gleich grof.

Taschen. Die algorithmische Berechnung von Lochern in Molekilen verbindet
sich fur den Autor mit einer interessanten Episode. Wie man sich vorstellen
kann ist die Implementierung nicht ohne Aufwand, vor allem wenn Korrek-
theit und Schnelligkeit notwendige Kriterien sind. Wir erweiterten auch die
Inklusion-Exklusion Formeln um Locher zu messen. Nach all der Arbeit und
investierten Zeit konfrontierten uns die Kollegen von der Biologie mit der Tat-
sache dafl Locher in Molekiilen die zahlen gar keine Locher im topologischen
Sinn des Wortes sind. Vielmehr sind es die Vertiefungen in der Oberflache die
eine Rolle in der Interaktion zwischen Molekiilen spielen. Wir bezeichnen solche
Locher in weiteren als Taschen. Auf den eigenartigen Gegensatz zwischen dem
topologischen und den allgemeinsprachlichen Gebrauch des Wortes Loch haben
schon Casati und Varzi in ihrer philosophischen Abhandlung [3] hingewiesen.
Sie fiithren einen taschenahnlichen Begriff ein der aber mathematisch und algo-
rithmisch nicht weiter brauchbar ist.
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Als Reaktion auf die Kritik der Biologen haben wir uns entschieden einen
kleinen Anteil von Geometrie in die Definition einer neuen Art von Lochern
einflieflen zu lassen. Dazu betrachten wir den Wachstum des Molekiils, der sich
ergibt wenn wir all Kugelradien kontinuierlich und gleichzeitig vergroBlern. Eine
Tasche verengt sich am Eingang und verwandelt sich in eine Hohle bevor diese
verschwindet und von Kugeln vollig uberdeckt wird. Das zeitweilige Erscheinen
von Hohlen unterscheidet Taschen von weniger ausgepragten Vertiefungen. Bild
7 veranschaulicht den Begriff durch die Darstellung des entsprechenden dualen
Komplexes links und der berandenden Kugeln rechts. Die technischen Details
und die algorithmische Berechnung von Taschen kann in [10] nachgelesen werden.

Figure 7: HIV-1 Protease. Links beschreiben Tetraeder der Delaunay Triangulierung
den dualen Komplex der Tasche. Rechts sehen wir die Randkugeln derselben Tasche.

Anwendungen. Um eine Definition zu rechtfertigen mussen wir ihren the-
oretischen oder praktischen Nutzen nachweisen. In diesem Fall suchen wir
praktische Rechtfertigung. Die computerunterstiitzte Untersuchung von Makro-
molekiilen und vor allem von Proteinen ist gliicklicherweise schon so weit fort-
geschritten, dafl eine gute Anzahl von Konformationen offentlich zuganglich ist.
Eine Konformation in diesem Zusammenhang ist eine detailierte geometrische
Beschreibung: jedem Atom ist eine Lokalitat durch Ort des Zentrums und Ra-
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dius im drei-dimensionalen Raum zugeschrieben. Wir konnten also unsere Soft-
ware dazu verwenden diese Konformationen neu algorithmisch zu studieren. Die
Ergebnisse der Untersuchung von 51 Proteinen sind in [17] verdffentlicht. Es
selen hier nur einige wenige Resultate erwahnt.

Das wichtigste Ergebnis ist dafi in ungefahr 80 Prozent der Falle das Aktivge-
biet des Proteins mit der Tasche des grofiten Volumens tubereinstimmt. Damit
haben wir ein rein geometrisches Kriterium gefunden das mit guter Wahrschein-
lichkeit und automatisch die wichtigste Stelle eines Proteins identifiziert. Es
stellt sich heraus daf in vielen Fallen das Aktivgebiet noch von kleineren Taschen
in der nahen Umgebung unterstitzt wird. Diese konnen, mussen aber nicht bei
einer Molekulanlagerung beteiligt sein. Es ist auch interessant dafi grofiere Pro-
teine statistisch gesehen keine grofleren aber dafur mehr Taschen aufweisen. Die
in Bild 7 dargestellte HIV-1 Protease hat die untubliche Eigenschaft daf} die
Konformation sich stark verformen und dadurch eine Tasche von sehr variabler
Grofle erzeugen kann.

5 Form und Formenraum

Die Untersuchung von Molekulen deutet schon darauf hin, dal es nicht reicht
nur statische Form zu untersuchen. Wir mussen die Variabilitat die sich mit der
Moglichkeit der Verformung ergibt mit ins Kalkul ziehen.

Glatte Oberflachen. Bevor wir uns in die Behandlung von sich kontinuier-
lich verandernder Form sturzen betrachten wir die Modelierung von Formen
mit glatter Oberflache. Wir verwenden wiederum Kugeln, erzeugen aber
automatisch Blendflachen die scharfe Kreisrander an Schnittstellen zwischen
Kugeln tiberbriicken, siehe Bild 8. Wir verwenden ausschlieflich einschalige und
zweischalige rotationssymmetrische Hyperboloide sowie konkave Kugelflachen.
Zusammen mit den konvexen Kugelflachen der erzeugenden Kugeln macht das
unser Repertoir von elementaren Teilflachen aus. Wir uberspringen die mathe-
matischen Details der Konstruktion die in [9] nachgelesen werden kénnen. Die
wichtigsten Eigenschaften sind wie folgt.

(1) Die Oberflache hat keinen Rand und begrenzt damit immer einen drei-
dimensionalen Korper.

(2) Die Tangentialebene ist iiberall definiert und variiert kontinuierlich.

(3) Die Kriimmung ist iiberall definiert und die lokal maximale ein-dimensionale
Krummung variiert kontinuierlich.
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(4) Die Fléache ist symmetrisch beziiglich innen und auflen, was bedeutet daf
die genau selbe Flache von zwei verschiedenen Mengen von Kugeln erzeugt
wird.

Eigenschaft (4) sollte sich in der Modelierung von Interaktionen zwischen
Molekiilen als relevant herausstellen. Eine Ausnahme zu Eigenschaften (2) und
(3) wird durch das mittlere Gebilde in Bild 8 aufgezeigt. Im Grenzfall zwis-
chen einschaligem und zweischaligem Hyperboloid ergibt sich ein Doppelkegel
an dessen Spitze Tangentialebene und Krummung nicht definiert sind. Wie wir
bald sehen werden sind solche Spitzen notwendig um die Topologie der Form
ohne ruckartige Bewegung zu verandern.

Topologische Verwandlung. Wir verwenden das glatte Oberflachenmodell
fur geometrische Formen und untersuchen die Art und Weise wie eine Form ihren
topologischen Zusammenhang durch kontinuierliche Verformung verandert. Wir
beschranken uns zunachst auf Verformung durch Wachstum. Wir erkennen vier
topologieverandernde Operationen, von denen eine in Bild 8 sichtbar ist.

Figure 8: Jedes der drei Gebilde ist durch neun Kugeln im 3-dimensional Raum
vollstandig definiert. Die Kugelmittelpunkte beschreiben jeweils die acht Ecken und
den Mittelpunkt eines Wiirfels. Die Kugelradien nehmen von links nach rechts ab.

Erscheinung. Eine neue Komponente der Form erscheint aus dem Nichts,
zunachst als Punkt, dann als wachsende Kugel, und schluflendlich als
moglicherweise kompliziertes Gebilde.

Verbindung. Es bildet sich eine Briicke zwischen zwei Komponenten oder zwis-
chen vorher getrennten Teilen derselben Komponente. Wenn wir Bild 8 von
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links nach rechts lesen sehen wir die simultane Bildung von zwolf Brucken,
alle zwischen verschiedenen Teilen derselben Komponente.

Zuschuttung. Ein Tunnel verengt sich zu einem Punkt und verschwindet. Ge-
ometrisch ist das Tunnel durch ein einschaliges Hyperboloid modeliert. Im
Augenblick der Verengung zu einem Punkt mutiert dieses zu einem Dop-
pelkegel und im weiteren zu einem zweischaligen Hyperboloid.

Auffullung. Eine Hohle im Inneren der Form verkleinert sich und verschwindet.
Kurz vor dem Verschwinden sehen wir eine leere Kugel die sich zu einem
Punkt zusammenzieht.

Die vier Operationen entsprechen vier weiteren inversen Operation in der
umgekehrten Zeitrichtung. Wir erkennen grundlegende Symmetrien indem wir
auch den Ort umkehren. Genauer gesagt tauschen wir eine Form mit ihrem Kom-
plement (dem Auflen) und lesen die Geschichte verkehrt. Durch die Umdrehung
der Zeitrichtung kehrt sich Wachstum in ihr Gegenteil, aber durch Umdrehung
des Ortsinnes ergibt sich wiederum Wachtum. Allerdings kehrt sich Erschein-
ung in Auffillung und umgekehrt. Verbindung kehrt sich in Zuschuttung und
umgekehrt. Damit verstehen wir alle acht Operationen als symmetrische Vari-
anten von nur zwei Grundtypen. Dem mathematisch gebildeten Leser wird der
Morse-theoretische Hintergrund [18] in der Beschreibung der Operationen nicht
verborgen bleiben.

Kanonische Verformung. Obwohl Bewegung wesentlich allgemeiner ist als
reines Wachstum ergeben sich keine neuen topologieverandernden Operatio-
nen. Eine allgemeine Verformung kann durch kontinuierliche Verschiebung und
Groflenanderung der definierenden Kugeln erzeugt werden.

Bild 9 illustriert eine Verformung in der Ebene. Die Ausgangsform ist durch
vier Kreise definiert und verandert sich in die durch drei Kreise definierte End-
form. Die Punkte, Kanten, Dreiecke und Vierecke beschreiben den dualen Kom-
plex der ebenfalls eine Sequenz von Veranderungen durchlauft. Wir sehen dafl
der duale Komplex im Inneren der Form zu liegen kommt und zu jedem Zeit-
punkt denselben topologischen Zusammenhang aufweist. Im Unterschied zur
kontinuierlichen Verformung der glatten Form durchlauft der duale Komplex
eine diskrete Sequenz von kombinatorisch verschiedenen Zustanden. Die Erschei-
nung korrespondiert mit der Erzeugung eines neuen Knotenpunktes im dualen
Komplex. In ahnlicher Weise korrespondieren Verbindung, Zuschuttung, und
Auffullung mit der Einfugung einer neuen Kante, eines neuen Dreiecks, eines
neuen Tetraeders in den dualen Komplex. Vom algorithmischen Gesichtspunkt
ist diese Korrespondenz zwischen glattem Oberflachenmodell und dualem Kom-
plex von erstrangiger Bedeutung. FErst durch sie werden Anderungen in der
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Figure 9: Zehn Schnappschiisse einer Verformung. Die Form wird durch die
glatte Kurve begrenzt und durch den dualen Komplex im Inneren kombinatorisch
aufrechterhalten.

Topologie vorhersagbar und konnen rechtzeitig verarbeitet werden. Weitere De-
tails der Berechnung von Verformungen im zwei-dimensionalen Fall sind in [5]
beschrieben.

Formenraum. Die in Bild 9 illustrierte Verformung ist das Ergebnis einer
kanonischen Bewegung von Ausgangs- zu Endform. Wir ersparen dem Leser die
Details erwahnen aber dafi die Verformung nichts mit physikalischen Kraften
oder Ahnlichem zu tun hat. Sie beruht einzig und allein auf der geometrischen
Interpretation von allgemeiner drei-dimensionaler Form als die Projektion einer
Sektion eines vier-dimensionalen konvexen Korpers. Die Verformung kann dann
durch konvexe Verbindung von zwei solchen Korpern die in parallelen Hyper-

16



ebenen im funf-dimensionalen Raum eingebettet sind erzeugt werden. Wie auch
immer. Einzelheiten konnen in [4] nachgelesen werden. Wichtig ist einzusehen
daf} eine kanonische Verformung einen Formenraum erzeugt.

Die Verformung zwischen zwei Formen erzeugt einen ein-dimensionalen For-
menraum, namlich das Zeitintervall der Verformung und mit jedem Zeitpunkt
die zugeordnete Form. Wir weiten die paarweise kanonische Verformung auf
k+ 1 > 2 Basisformen aus. Der Fall k + 1 = 3 ist in Bild 10 schematisch
dargestellt. Die Punkte Xy, X7, X5 reprasentieren die drei Basisformen. Die

Figure 10: Eine schematische Darstellung eines zwei-dimensional Formenraumes
aufgespannt von drei Grundformen. Der Wiirfel symbolisiert den unendlich-
dimensionalen Raum in dem der Formenraum eingebettet ist.

drei Kanten des Dreiecks reprasentieren die paarweise Verformung zwischen X
und X1, X; und X3, und X5 und Xy. Ein Punkt im Ineren des Dreiecks kann
durch die Verbindung eines Eckpunktes mit einem Punkt der gegenuberliegenden
Kante erreicht werden. In anderen Worten, wir halten die Verformung von X3
zu X5 in der Mitte an und verformen diese gemischte Form zu X, unterbrechen
aber wiederum die Verformung frihzeitig und zwar genau am Zielpunkt im In-
neren des Dreiecks.

Derselbe Punkt kann auf zumindest drei verschiedenen Wegen erreicht werden.
Die Verformung ist nun so definiert dafl die erzeugte gemischte Form immer
dieselbe ist. Somit erhalten wir in der Tat einen zwei-dimensionalen Raum von
Formen. Bei k 4+ 1 Basisformen erhalten wir einen k-dimensionalen Teil des
unendlich-dimensionalen Formenraumes der bereits bei Riemann eine Rolle in
der Einflihrung von abstrakten Mannigfaltigkeiten gespielt hat [21].
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